Fizikai kémia I.

fizkem1k20va 1. feladatsor: Matematikai Osszefiiggések gyakorldsa. Munka és ho szamitasa. 2025. februsr 19.

@

. Végezziik el a fiiggvényvizsgilatot, rajzoljuk le a fiiggvényt! (z € R)

a) a(x) :=22% — 2* c) c(z) =(x+3)e” e) e(z) =
b) b(z) =2+ % d) d(x) =423 — 122 f) f(z):= (=

. Adott az f : R? — R kétvaltozés fiiggvény, f(z,y) = sinz - cosy.

a) Adjuk meg a fiiggvény = és y valtozo6i szerinti parcidlis derivéltjait!
b) Irjuk fel a fiiggvényt teljes differencidl formajaban!
¢) Adjuk meg a fiiggvény a v = (1, 1) vektor irdnydnak megfeleld, in. irdnymenti derivaltjat az origéban!
Oldjuk meg a 2. feladatot a g(z,y) = e~ *¥ fiiggvényre is!
Egy vegyi tizem hetente x hordd nagy tisztasidgi metanszulfonsavat (x3 — 622 + 15x) ezer € koltséggel tud eldallitani, és x
hordé terméket 9z ezer € aron ad el. Szamitsuk ki, mekkora legyen az optimalis heti termelés a maximalis profit eléréséhez!
(A profitot definidljuk mint a bevétel és a kiadds kiilonbségét.)
Egy gaz halmazallapoti termodinamikai rendszerrdl kideriilt, hogy annak energiajat bizonyos feltételek mellett az U =
5PV + 10 J egyenlet irja le. A rendszert az &dbran folytonos vonallal szemléltetett médon az A—-B—C—D—A cikluson
vezetjitk keresztiil. Szamitsuk ki
p
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a) a rendszer belsd energidjat az A, B, C és D pontokban;
b) a hé és a munka értékét a ciklus négy 1épésére;
c) a hé és a munka értékét arra a folyamatra is, amikor a rendszer az 4brén szaggatott

vonallal jelélt h gérbe mentén jut el C-bél B-be (a h gorbe egyenlete h : P = 23X
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d) végiil adjuk meg az adiabatdk parametrikus egyenletét!
Egy gaz halmazéllapoti termodinamikai rendszer energidjat az U = 1,5 PV egyenlet adja meg.
a) Szdmfitsuk ki a hét és a munkat arra a folyamatra, amelynek sordn a rendszer az A dllapotbdl a B éllapotba a P(V) =
0,1 MPa+1000 MPa (% — 0702)2 parabolan végighaladva jut el, és az A allapotot Py = 0,2 MPa nyomés és V = 0,01m?
térfogat, a B dllapotot pedig Py = 0,2 MPa nyomds és Vg = 0,03 m? térfogat jellemzi!
b) Adjuk meg az adiabatdk (parametrikus) egyenletét a P—V sikon!

Emlékeztetaiil.

Fiiggvényvizsgalaton — legaldbb — azt értjiik, hogy a fliggvény értelmezési tartomanydnak, értékkészletének, zérushelyeinek megdallapitiasa utdn az
elsé két derivélt eléjelét megvizsgdlva meghatarozzuk, hogy a fiiggvény hol monoton, hol konvex, hol vannak lokélis szélséértékei, inflexids pontjai.
J6, ha ezek ismeretében le is rajzoljuk a fiiggvény grafikonjat. A fliggvényvizsgdlat kiterjedhet a fiiggvény korldtossagdnak, periodicitasdnak,
paritdsanak, invertalhatésagdnak és aszimptotikus viselkedésének lefrasara is.

Legyen e; az i-edik egységvektor R™-ben. Ekkor az f : R™ — R fiiggvény i-edik vdltozdja szerinti parcidlis derivdltja az xg pontban %(xo) =

limy_o f(XoJr)\e)z‘\)*f(xo)

derivéltjat tgy szdmolhatjuk ki, hogy a fliggvényt megadé képletben y-t paraméternek tekintjiik, és = szerint derivalunk. (Ugy tesziink tehdt,
mintha y az = szerinti derivdlds szempontjabdl , konstans lenne”.)

, ha ez a hatdrérték létezik. Szerencsés esetben a hatdrérték létezik, és ekkor pl. az f(z,y) fiiggvény x szerinti parciélis

Egy f(z1,z2, ..., zn) n-véltozés fiiggvény gradiensét grad f = (;chl’ aaxf e %) alakban, vagyis a parcidlis derivdltak vektorba rendezésével
x n

n

adhatjuk meg. A fiiggvény teljes differencidljinak a df = 3 ngdxl alaku kifejezést nevezziik.

i=1 7"t
Ha adott egy f(z,y) kétvaltozds fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnydn (az (z,y) sikon) ismeriink egy jél hatdrozott P pontot, akkor e pontban
a fiiggvény egy v vektorral egyezd irdnyu irdnymenti derivdltjdt a vy - grad f skaldrszorzat P pontbeli meghatarozdsdval dllapithatjuk meg. Itt vi-t
a v vektor 1-re normaélasaval kapjuk.
Az itt targyaltakhoz hasonléan egyszer(i termodinamikai rendszerekben a belsé energia két allapot kozotti megvaltozasa a folyamat sordan a rendszer
4ltal termelt ho és a rendszer altal végzett munka Gsszege, vagyis AU = W + @, ahol W a térfogati munkat, Q a hét jeloli. A térfogati munka egy
folyamat sordn a kezdeti és a végallapot koz6tti integraldssal, W = — [ P dV alakban adhaté meg. Ez az integrdl kénnyen ki is szdmolhaté, ha P
V-tél vald fiiggése ismert — illetve még konnyebben kiszdamolhatd, ha P egyaltaldn nem is fiigg V-t6l, ekkor ugyanis egyszertien W = —PAV.
Adiabatdnak az olyan gorbét nevezziik, amelyen végighaladva a rendszer nem cserél hét a kérnyezetével, vagyis amelyre @Q = 0. Ilyen egyszer(i
rendszerek esetén, ahol a bels6 energia megvéltozasa kizardlag munkavégzés vagy a kornyezettel valé hécsere titjdn mehetne végbe, az adiabatédra
teljesiilnie kell, hogy azon U(P,V) teljes differencidlja azonos a differencidlis térfogati munkdval (—P dV).
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Néhdany példa megolddsa.

1/a) feladat. A fiiggvény értelmezési tartomdnya a teljes R halmaz. A fiiggvény hdrom zérushelyét a 222 — 2 = 0 egyenlet
megoldédsaval 0-ndl és £v/2-nél taldljuk. A fiiggvény elsé derivaltjat felirva (a’(z) = 4o — 42%) megéllapithaté, hogy

ha x < —1, a fliggvény szigort monoton névekvd (az els6 derivalt pozitiv);
ha z = —1, a fiiggvénynek lokdlis maximuma van (az els6 derivélt zérus, és pozitivbdl negativba valt eléjelet);
ha —1 <z <0, a fiiggvény szigori monoton csokkené (az els6 derivélt negativ);
ha x =0, a fiiggvénynek lokdlis minimuma van (az els6 derivélt zérus, és negativbdl pozitivba vélt elbjelet);
ha 0 < x <1, a fiiggvény szigori monoton névekvé (az elsé derivalt pozitiv);
ha x =1, a fiiggvénynek lokalis maximuma van (az els6 derivélt zérus, és pozitivbdl negativba valt eléjelet);

ha x > 1, a fiiggvény szigord monoton csokkend (az els6 derivélt negativ).

A mésodik derivélt (a”(z) = 4 — 122?) vizsgalataval megéllapithatjuk, hogy

3
ha z < —%, a fliggvény alulrdl konkdv (a masodik derivalt negativ);
ha z = —3 a fliggvénynek inflexiés pontja van (a masodik derivalt zérus);
3 3
ha —g <z < %, a fliggvény alulrdl konvex (a masodik derivalt pozitiv);
ha z = 5 a fiiggvénynek inflexids pontja van (a mésodik derivélt zérus);
ha z > i fiiggvény alulrdl konkav (a masodik derivalt negativ).

Mindez lathatd, ha fel is rajzoljuk a fiiggvényt:

Az aszimptotikus viselkedés vizsgalatahoz hatarérték-szamitast végziink: lim a(z) = —oo és lim a(z) = —c0.
r—r—00 Tr—r00

Megéllapitjuk még, hogy a fiiggvény értékkészlete az y < 1 halmaz; hogy a fiiggvény globalis maximumértéke y = 1, és ezt
két helyen is felveszi (x = £1); hogy a fiiggvény ez alapjan feliilr6] korlatos; hogy a fiiggvény paros, hiszen szimmetrikus az z
tengelyre; hogy a fiiggvény nem periodikus; illetve, hogy a fiiggvény nem invertalhatd, hiszen tébb x helyhez is ugyanazt az
y értéket rendeli.

2. feladat. A fiiggvény két valtozdja szerinti parcialisa % = cosx - cosy és % = —sinzx - siny. Ebbdl a teljes derivélt d f =

cosz - cosydax —sinx - siny dy alakban irhaté fel. A v = (1, 1) vektort 1-re normélva kapjuk, hogy vy = (@, g), és igy az

f _ \/2(cos x-cos y—sin z-sin y)

irdnymenti derivalt: vy grad 5 ; ennek origobeli értéke @ Bar ez a feladat megoldasanak nem része,
az f(x,y) fiiggvény egy lehetséges dbrazoldsa az (x,y) sik felett:
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5. feladat. Az U =5 PV +10J egyenletbdl, illetve P-nek és V-nek az dbrardl leolvashaté értékeibdl a négy allapotot jellemz6 belsd
energidk: Uy =11 J, Ug =14 J, Uc =20 J és Up = 14 J.

A rendszer A-bdl B-be Pyg = 0.1 kPa nyomaéson izobdr allapotvéltozassal jut el. A térfogatvéltozds erre a folyamatra
ARV =6 dm?®, és igy a térfogati munka értéke WE = —Pap - ARV = —0.6 J. Mivel ugyanerre a folyamatra ARU =3 J, a
AU = Q + W egyenletbdl a hé Q% = 3,6 J.

A B és C éllapotok kozott az egyenes vonalon haladva az dllapotvaltozds ugyan nem izobér, a munka értéke grafikus integ-
ralassal mégis konnyen megallapithato: WS cgyenes = 0,75 J, és az elobbiek szerint szamitva a hot: Qg cgyenes = 5,25 J.

A C és D éllapotok kozott megint izobér allapotvaltozéassal van dolgunk, amelyre a munka W& = 1,2 J, a h pedig QF =

-7,2 J.
Végiil a D és A allapotok kozotti allapotvéltozds allandé térfogaton torténik (izochdr), ezért erre a munka W4 = 0, a hé
pedig Q% = —3 J, ez esetben azonos a bels6 energia-valtozassal.

Hétravan még a munka és a hé meghatarozdsa arra a folyamatra vonatkozéan, amikor a rendszer a C és B allapotok kozott
(nem forditval) a h hiperboldn mozog. Ebben az esetben nem keriilhet6 el a munka integrdlassal térténd meghatdrozasa.

Ehhez a v
B

W%hiperbola = — Vf P(V)dV integralt kell kiszdmitanunk gy, hogy az itt szereplé P(V) fliggvény nem méds, mint a hi-
C

perbola egyenlete. Felidézve, hogy [ 4 dx =aln(z —b), az integrélds elvégezhetd, és WCBJhiperbola = —0,5545 J, valamint

Q%hiperbola = _5’4455 J.

Végiil az adiabatdk egyenletének megaddsihoz induljunk ki a fundamentdlis egyenlet teljes derivaltjabél: dU = 5PdV +
5V d P, illetve abbdl, hogy adiabatikus folyamatokra dU = —PdV. Ebbdl a 6PdV + 5V d P = 0 differencidlegyenlethez
jutunk, amelyet a valtozék szepardldsaval integralhatunk, és igy azt taldljuk, hogy a differencidlegyenletet a V6 P® = konstans
gorbesereg elégiti ki. Ez az adiabatak parametrikus egyenlete.



